
Algebry operatorów w przestrzeniach Hilberta

Lista 2 (cz¦±ciowe izometrie i rzuty w algebrach von Neumanna)

Zad 1. Niech u ∈ B(H). Pokaza¢, »e nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne

a) u jest cz¦±ciow¡ izometri¡, e) u = uu∗u,

b) u∗ jest cz¦±ciow¡ izometri¡, f) u∗ = u∗uu∗.

c) u∗u jest rzutem (na podprzestrze« inicjaln¡),

d) uu∗ jest rzutem (na podprzestrze« �naln¡),

Zad 2. Wykaza¢, »e dowolny element a ∈ B(H) posiada rozkªad biegunowy, tzn. istnieje
cz¦±ciowa izometria u ∈ B(H) oraz operator dodatni |a| ∈ B(H) takie, »e si¦ zapisa¢ w postaci

a = u|a| oraz keru = ker |a|.
Ponadto przedstawienie to jest jednoznaczne.

Zad 3. Wykaza¢, »e dla dowolnego elementu algebry von NeumannaM⊂ B(H) czynniki jego
rozkªadu biegunowego nale»¡ doM. Wyci¡gn¡¢ st¡d wniosek, »eM zawiera rzuty na obrazy i
j¡dra wszystkich swoich elementów.

Zad 4. Niech A b¦dzie C∗-algebr¡ operatorów mno»enia przez funkcje z C([0, 1]) na przestrzeni
Hilberta H = L2[0, 1], tj. A ∼= C([0, 1]).

a) Wyznaczy¢ rozkªad biegunowy elementu a ∈ A i zauwa»y¢, »e cz¦±ciowa izometria w tym
rozkªadzie nie musi nale»e¢ do A.

b) Pokaza¢, »e komutant A′ algebry A skªada si¦ z operatorów mno»enia przez funkcj¦ istotnie
ograniczone. Wyci¡gn¡¢ st¡d wniosek, »e L∞[0, 1] jest W ∗-algebr¡ oraz A′′ ∼= L∞[0, 1].

Zad 5. Niech p i q b¦d¡ rzutami na przestrzeni Hilberta H. Wykaza¢, »e nast¦puj¡ce warunki
s¡ równowa»ne

a) p ≤ q, b) pq = p, c) qp = p,

d) pH ⊂ qH e) ‖px‖ ≤ ‖qx‖, x ∈ H, f) q − p jest rzutem.

Zad 6. Dla danej algebry M obliczy¢ komutant M′ i bikomutant M′′. Które z powy»szych
algebr s¡ faktorami? Okre±li¢ typ tych faktorów. Opisa¢ stuktur¦ (Proj(M)/ ∼,+).

a) M = B(H)

b) M = B(H)⊕B(H) ⊂ B(H ⊕H)

c) M⊂ B(H ⊕H) jest algebr¡ operatorów postaci

a(x⊕ y) = (a11x+ a12y)⊕ (a21x+ a22y),

gdzie aij ∈ C, i, j = 1, 2.

d) M∼= `∞ jest algebr¡ operatorów mno»enia przez elementy z `∞ na `2.

e) M∼= L∞[0, 1] jest algebr¡ operatorów mno»enia przez elementy z L∞[0, 1] na L2[0, 1].

f) M⊂ B(H), gdzie H = L2[0, 1], jest algebr¡ operatorów postaci

(ax)(t) =

{
a11x(t) + a12x(t+

1
2
) t ∈ [0, 1

2
]

a21x(t− 1
2
) + a22x(t) t ∈ (1

2
, 1]

g) M⊂ B(H), gdzie H = L2[0, 1], jest algebr¡ operatorów postaci

(ax)(t) =

{
a11(t)x(t) + a12(t)x(t+

1
2
) t ∈ [0, 1

2
]

a21(t)x(t− 1
2
) + a22(t)x(t) t ∈ (1

2
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gdzie a11, a12 ∈ L∞[0, 1
2
] i a21, a22 ∈ L∞[1

2
, 1].


